Guia Integrales Multiples. MAT-024
por P.A.

1.- Integrales dobles

1.

4.

Considere la funcién f(z,y) = 5 definida en el dominio Q = [0, 1] x [0, 1].

(z+y)? +
(a) Verifique que las integrales iteradas de f(x,y) sobre §2 existen pero son distintas.

(b) Justifique el hecho anterior.

. Sea f(z,y) = 22 + y? definida en la bola 2 de radio R centrada en el origen. Encuentre cotas

para [, f dA.

. Calcule las siguientes integrales verificando que se cumplan las hipdtesis del teorema de Fubini:

(a) [ [o o sin(zy) dzdy, Q = [0,7] x [0,1]
() [ fQ a +i’2djf32 57z, en donde {2 es un cuadrado de lado uno cuyo vértice inferior izquierdo
estd en el origen.

(¢) [ [, (2vz —3y?) dady, donde Q = {(z,y) e R?/0 <z < 1,2> <y < Va}
(d) [ [ zydxdy, donde Q es la regién limitada por los arcos:
Al y=9—-2%,0<2x<3
Ay y—9(1—x ; 0<z<1
Az y=(r—1)(x—2)%(x—3); 1 <2 <3
Encuentre el drea de la regién plana R situada debajo de la pardbola y = 4x — 2

eje y = 0y a la derecha de la recta y = 6 — 3.

, encima del

2.- Cambios de coordenadas en integrales dobles

1.

2.

Calcule [ [, %7dondeﬂ—{(a¢ y) ER?/0<2<1,0<y<a}.

Integre la funcién f(z,y) =
(2® +9%)* — (2 —y?) = 0.

1 . sz .
(=Rl sobre la regién encerrada por un lazo de la lemniscata

. Sea el dominio Q = {(x,y) € R?/x?/34+4?/3 < a?/3} a > 0. Considere el cambio de coordenadas

r = wucosdv
T: .. 3
y = wusin’v
(a) Demuestre que T es una transformacién de coordenadas vélida.

(b) Determine el dominio € en las nuevas coordenadas (u, v).
(c) Caleule I = [, fdA, si f(z,y) = (a?/? — 23 — y?/3)2,

. Calcule la integral I = [ [, sin(9z? + 4y?) dzdy, donde Q = {(z,y) € R?/92% + 4y < 1}.

Sugerencia: Use un cambio de coordenadas que transforme una elipse en una circunferencia.



. El radio de rotacién de una lamina delgada alrededor de un eje de rotacién es el numero R,
el cual cumple que MR? = I, donde M es la masa de la ldmina, I es el momento de inercia
alrededor del eje dado. Encuentre el radio de rotacién R de una ldmina circular z2? + y? < 1,
que rota aldededor de un eje perpendicular a la ldmina y que pasa por el centro de la lamina,
si su densidad en cada punto es proporcional a la distancia al centro del circulo.

. La cantidad de lluvia que cae sobre un punto (z,y) durante un ano es f(x,y) centimetros. Sea

R cierta regién geografica y suponga que las 4reas se miden en cms2.

(a) ;Qué representa f(z,y)dxdy?
(b) ;Qué representa [}, f(x,y)dA?

Jr flzy)dA o

)
)

(c) {Qué representa T
)

(d) Suponga que R se divide en dos subregiones disjuntas Ry, Rs. Se sabe ademds que
Jr, f(z,y)dA . Jr, [z y)dA Y
— 7 a1 =Py g = P2
/ R dA / Ry dA
y que las dreas de Ry y Rs son A; y As, respectivamente. Encuentre una expresién para

Jr f(@,y)dA
TpdA

. Sea L; la recta perpendicular a una lamina circular que ademas pasa por su centro. Sea Lo
una recta paralela a Ly que se encuentra a una distancia a de Ly. Sea I; el momento de inercia
alrededor de la recta L;, i = 1,2. Si la masa de la lamina es M y su densidad es constante,
pruebe que

IL=1 +dM

Comente este resultado.

.- Integrales triples
. Caleule [ [ [, (x4 y+2z+2)"1/2drdydz, donde Q = [0,2] x [0,1] x [—1,4].

. Encuentre [ [ [, zdzdydz, donde Q = {(z,y,2) e R®/xz >0,y > 0,2 > 0, av2 + 4 b2 + %5 Sl}

. Halle el volumen del cuerpo limitado inferiormente por el plano XY, con lados dados por los
planos x = 0,z = a,y = 0,y = b, y acotado superiormente por el paraboloide eliptico z =

2 2
%+%q; a,b,p,q > 0.

. Encuentre el momento de inercia alrededor del eje Z del tetraedro homogéneo acotado por los
planos z =z +y, z=0,y=0, z = 1.

. Un bloque sélido homogéneo de masa M esta acotado por los planos x = 0, x = a, y = 0,
y=>b,2=0, z = c. Demuestre que el momento de inercia con respecto al eje X es %(b2 +c2).
Especule sobre los valores de los momentos de inercia con respecto a los otros ejes cartesianos.

t):// o flayz)dx dydz,

con Qt) = {(z,y,2) € R®/0 <z < t,0 < y < t,0 < z < t} y donde f es una funcién
diferenciable.

. Encuentre F'’/(t) si



4.- Cambios de coordenadas en Integrales triples

1.

Hallar el volumen V del sélido formado por los puntos interiores del cilindro z? + y? = 2z que
estan situados sobre el plano z = 0 y bajo el paraboloide z = x2 + /2.

I:///%dxdydz,
o T

con Q = {(x,9,2) ER3/ y>0,2>0, 22 +y? < ax, 22 + 9> + 22 < a?}.

. Calcule

. Calcule el volumen V del sélido S encerrado en el interior de la superficie de ecuacién (z? +

Y2+ 22)? = 22(2% + y?).

. Sea la superficie cerrada r = 1 — cos ¢, donde (r, 6, ) son las coordenadas esféricas.

(a) Haga un bosquejo suficientemente claro de la superficie.

(b) Calcule el volumen del sélido encerrado por la superficie.

. Hallar la masa del sélido acotado por el cilindro 22 + y?> = ax y el cono z2 + 32 = 22, si la

densidad es proporcional a la distancia en cada punto.

. Un sélido est4 limitado por el cono 22 = 22442, z > 0y por la parte de la esfera z2+3%+2% = 2.

La densidad en cada punto del sélido es proporcional a la distancia de dicho punto al origen.

(a) Encuentre la forma explicita de la densidad si la masa del sélido es 1.

(b) Encuentre el centro de masa.
Hallar el momento de inercia de una bola no homogénea 2 +y% 4 22 < R? de masa M respecto
de su didmetro, si la densidad p(z,y, z) de la bola en cada punto (x,y, z) es:

(a) Proporcional a la distancia de este punto al centro de la bola.

(b) pla,y,z) = e” "7,

22 g2 22
I:///Q\/l—aZ—bZ—Czdxdydz,

donde € es el interior del elipsoide Z—; + 2—2 + i—j = 1. Sugerencia: Efectie un cambio de

coordenadas que transforme un elipsoide en una esfera.

. Calcule la integral




